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極限論の講義について
杉 田　勝 実・齊 藤　実
１．はじめに
解析学の基礎を学ぶとき、最初に躓くのが極
限の概念であろう。例えば、限りなく を に
近づけるとき、関数 が に限りなく近づく
ならば、それを
 （１）
と記す、などと言う。ここでの「限りなく〜に
近づく」と言う表現は国語としては正しいが、
数学としては非常にあいまいで、厳密さに欠け
る。それどころか、このような国語的感覚表現
は極力数学の記述からは省くべきである。こん
な感じ、こんなイメージなどという表現は、純
粋数学では足枷とはなっても、理論の正確な理
解を助けることにはならない。数学で信頼でき
るのは、このような“イメージ”ではなくて、
正に“論証”なのである。もちろん、最初に極
限という概念を学ぶときには、このような表現
を用いて学生の理解を助けるというのは良いこ
とであるが、一度感覚を身に付けたならば、数
学的に厳密な方法できちんと再定義しておくこ
とが望まれる。大学における講義の中では、厳
密に表現する方法、更にはそれを用いて極限を
証明する方法をマスターすることが要求される。
この目的のためには 論法が簡潔で、短
時間で教えることも可能であることから、非常
に多く使用されている。そこで、これを用いて
（１）式を書き換えてみると、「任意の正の数 に
対して、適当な正の数 が存在して、
 （２）
が成り立つ」となる。ここで、“任意の”とい
う言葉と“適当な”という言葉が大切であって、
これらを正確に理解することが、 論法を
身に付けるための第一歩となるのである。しか
し、この表現は簡単なようでいてなかなか難し
いということに気付く。優秀な学生は、直感的
に理解し、 論法における数学的な感覚（国
語的な感覚ではない）を直ちに身に付けてしま
うかも知れない。確かに、東京大学教養学部理
科一類の学生の中には、大学入学時にすでに
論法を理解しているものがいたりする。
この学生は、東京の有名私立中高一貫高を卒業
した学生であった。しかし同じ東大の学生でも、
公立高校から入学してきたような学生には、そ
れはとても理解しにくいというのが現実であ
る。全国的にみてほとんどの学生は、大学に入
ってから初めて勉強するので、その本質を理解
することに多くの時間を必要としてしまい、身
に付けるのに非常に苦労するということにな
る。それどころか、折角「限りなく、近づく」
という文言で、なんとか極限の大まかな意味を
理解したはずなのに、 論法を用いてほん
の少し複雑な関数の極限値の証明問題などをや
っているうちに、理解が深まるどころか、なぜ
かちんぷんかんぷんになってしまっている学生
を、そこここに見掛けるという破目になる。
そこで、ここでは、 論法以外の方法で
極限を定義し、それにより（１）式を厳密に理解
できる手段を提供しようと思う。解析学等の講
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義において、 論法と合わせてこの方法を
講義したならば、かなりの学生が極限の本質を
理解でき、より高級な数学の勉強、研究に繋が
っていくのではないかと思われる。
２．有界
（１）式は関数の極限であり、それはもっとも
基本的な極限である“数列の極限”、すなわち
 （３）
の応用に過ぎないので、以下では、全て数列の
極限に的を絞って説明していくことにする。ま
た、ここでは数と言ったら、基本的には実数を
意味することにする。それ以外の場合にはその
都度指摘する。
さて、数の集合 S を考える。無限集合には、
その濃度が 、 、 、…などとあるが、実
数の集合は、濃度 の集合であったことを思
い出していただきたい。つまり、実数は連続無
限である。ついでに触れておくと、自然数や有
理数の集合は濃度 である。
〈有界の定義〉
に対して、一つの数 が存在し、
 （４）
が成り立つならば、S は下方に有界であると
いう。ここでの式には が含まれていることに
注意。
更に、 であるような数 も（３）式を満
たすことは明らかである。このようなすべての
数を S の下界という。
次に、 に対して、一つの数 が存在し、
 （５）
が成り立つならば、S は上方に有界であると
いう。そして、 であるような数 も（４）
式を満たすことは明らかである。このようなす
べての数を S の上界という。
S が上方にも下方にも有界である場合に限
り、単に“有界である”という。
〈上限、下限の定義〉
S を下方に有界なる集合とするとき、S の下
界が存在するが、その下界の最大の数を S の下
限という。つまり下限とは最大下界のことであ
る。
全く同様にして、S を上方に有界なる集合と
するとき、S の上界が存在するが、その上界の
最小の数を S の上限という。つまり上限とは最
小上界のことである。
〈Weierstrass の定理（上限、下限の存在定理）〉
S を下方に有界なる集合とするとき、下限が
存在し、S を上方に有界なる集合とするとき、
上限が存在する。
証））前半部のみ示す。S の下界である全て
の数の集合を 、残りの数の集合を
とすると、これは明らかに実数の切断で
あるから、Dedekind により、一つの数
が存在することになる。そし
て、実数の連続性からこの数 は、 の
最大数かまたは の最小数となってい
る。実は、実数の連続性は自明ではなく、
本来はここで証明すべきものであるが、
紙数もないので、既知として話しを進め
る。さて、もしも と仮定すると、
すなわち a は の最小数であるとする
と、a は S の下界ではないので、より小
さい数 が存在し、 とな
る。その結果、実数は稠密であることか
ら、 を満たす が存在するこ
とになってしまう。明らかに、 は下界
ではないので、 である。これは、
a が の最小数であったことに反する。
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従って、a は の最大数となる。これは
最大下界、すなわち下限である。
　上限の存在も同様。
次に、S の最大下界（下限）を a とすると、
定義から、 に対して、 である。こ
こでもし、小さな正数 を用いて、 に対
して、
 
であったとすると、
  
となってしまい、 も下界の一つとなってし
まう。これは が最大下界であるということに
矛盾する。よって、
が言える。実は、この逆も言えて、
が成立するのである。
同様にして、 が最小上界（上限）であると
すると 、 かつ が言え、
その逆も成立する。
３．上極限、下極限
さて、自然数の集合を N として、数列を
と表現する。この集合がこれまでに述べ
てきた S に相当する。従って、 は実数である。
数列 の有界に関しては、これまでのこ
とから、上界のあるなし、下界のあるなしで分
類できることが分かるであろう。
<上極限の定義>
1. に上界が存在する場合
この場合には、上限の存在定理により、次の
ような上限の単調減少数列 が定義できる。
つまり、
とすると、明らかに、
 （６）
となっていることが分かる。ここで、更にこの
数列 に関する場合分けを実行する。
① に下界が存在する場合
下限の存在定理により、下限が存在するので、
それを の上極限といい、 で表
すことにする。ここでは、単に の下限の
ことを言っているに過ぎないのであるが、極限
値の表現が一般には lim を用いていること及び
慣習から、このように表記することにする。
② に下界が存在しない場合
と記す。これは、上限の数列（単
調減少）に下界が存在しないのであるから、そ
の極限（上極限）が となることは自然に理
解できるであろう。
2. に上界が存在しない場合
と記す。これも上界の定義から、
理解できるであろう。
次に、下極限の定義に移ろう。これについて
も、上と同様にして、 の下界のあるなし
で分類していく。
<下極限の定義>
3. に下界が存在する場合
この場合には、下限の存在定理により、次の
ような下限の単調増加数列 を定義するこ
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とができる。つまり、
とすると、明らかに、
  （７）
となっていることが分かる。ここで、更にこの
数列 に関する場合分けを実行する。
① に上界が存在する場合
上限の存在定理により、上限が存在するので、
それを の下極限といい、 で表
すことにする。極限値の表現が一般には lim を
用いていること及び慣習から、このように表記
することにする。
② に上界が存在しない場合
と記す。これは、下限の数列に上
界が存在しないのであるから、当然である。
4. に下界が存在しない場合
と記す。これも下界の定義から、
当然であろう。
４．数列の極限
に対して、上極限と下極限が等しいと
き、すなわち、
 （８）
のとき、この値を数列の極限値といい、
と記す。これが（３）式そのものである。ここま
での定義、その他をチェックしてみると、どこ
にも「限りなく〜に近づく」などというあいま
いな文言は使用されていないことが分かる。単
に、最小上界（上限）及び最大下界（下限）の
存在定理を用いているだけである。つまり、極
限値の定義が、厳密になされていることを理解
できるであろう。
次に、（８）式の定義が、「任意の正の数 に
対して、適当な番号 M を選んで、
 （９）
が成り立つ」ということと同じであることを示
す。 の上極限が a であるための必要十分
条件が、以下のことであることに注意する。任
意の小さい正の数 を与えれば、十分大きな全
ての番号 n に対して、
かつ無限個の番号 に対して、
が成り立つ。これは上極限の定義、すなわち上
限、下限の定義から直ちに導かれる。
証）） の上極限が a であるとする。
（６）式の は、 の上限であ
るから、p.4 の上段で示したことにより、
に対して、 、
かつ となることが言える。
　一方、a は の下限であることか
ら、 かつ であることが
言える。但し後半部については、実質的
に、十分大きな k に対して言えるのであ
ることに注意されたい。以上のことから、
であって、各 に対して が
成り立つ。これは、無限個の k に対して
成立するので、結局、無限個の に対し
て、 が成り立つことになる。
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また、十分大きな k に対して
であり、 が言えるので、結
局十分大きな n に対して、 が
成立することになる。
この逆を示すこともできるが、ここでは
割愛する。
 
また、同様にして、下極限の定義から、
の下極限が であるための必要十分条件
は、任意の小さい正の数 が与えられた場合に、
十分大きな全ての番号nに対して、 、
かつ無限個の番号 n に対して、 が成
立することである、ということが導かれる。
これらのことから、極限値が存在するとき、
すなわち であるとき、「任意の小さい正
の数 に対して、十分大きなすべての番号 n に
ついて、
すなわち、
 （10）
が成り立つ」ということが言える。この逆も成
立するので、これで（９）式の記述の正しいこと
が示されたことになる。
注））任意の小さい正の数 、十分大きなす
べての番号 n という文言が、明らかに、
任意の正の数 、それに対して適当な番
号 M を選んで とする、という表
現に到ることは、容易く理解できるであ
ろう。なぜならば、任意の小さい正の数
に対して言えることは、当然任意の正
の数に対しても成立すると言えるから。
５．おわりに
これまでに述べてきた事柄を、大学初学年時
に講義の中で実践できたならば、極限という数
学的概念をかなり学生の脳裏に染み込ますこと
ができると信ずる。しかし、これとてかなりの
時間を要することになる。明らかに、 論
法よりは理解し易いのであるが、やはり時間が
かかるのは否めない。「極限」のような純粋に
数学的概念を、深く、きちんと理解するのに、
“王道”はないということか。
数列の極限の厳密な定義から、Euclid 空間
の点列の極限論、連続関数及び不連続関数の極
限論、更には位相空間論、トポロジー、微分幾
何学へと駒を進めていくことはそれほど困難な
ことではないが、それらについてはまたの機会
とする。
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